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摘 要： 讨论了一类具多比例延时的细胞神经网络的指数稳定性．利用非线性测度得到了一个保证平衡点存在
唯一且指数稳定的充分条件，并给出了解的指数收敛速度．最后验证了结论的正确性并进行了模拟仿真．
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１ 引言

细胞神经网络是一种反馈型的网络［１，２］，它的网络

结构是局域连接型的，因而它非常适合于超大规模集成

电路的实现．目前，细胞神经网络已被广泛应用于模式
识别、联想记忆、图像处理及组合优化等领域［３］．由于在
神经网络的设计中，延时特性是固有的，近年来，对于延

时细胞神经网络稳定性的研究已经取得了很多很好的

结果［３～１３］，但是大多学者研究的模型是常延时或变延

时的，对于比例延时的细胞神经网络模型研究较少，比

例延时和常延时有很大不同，比例延时是无界延时．并
且以往研究的方法大多数结果是通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数得到的，众所周知，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的构造具有一定的
技巧性，并没有一般的方法可寻．在文献［８，１０］中没有
构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数而是应用非线性测度方法研究了延
时神经网络，并得到了较好的结果．本文应用非线性测
度方法，研究了一类具多比例延时的细胞神经网络的指

数稳定性．此方法并不要求激活函数是有界的、可微的

和单调增的，并给出了解的指数收敛速度．

２ 预备知识

考虑如下的多比例延时细胞神经网络系统

ｕｉ（ｔ）＝－ｄｉｕｉ（ｔ）＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｊ（ｕｊ（ｔ））＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｇｊ（ｕｊ（ｑ１ｔ））

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｈｊ（ｕｊ（ｑ２ｔ））＋Ｉｉ

ｕｉ（０）＝ｕｉ










０

（１）
其中 ｔ＞０，０＜ｑ１，ｑ２＜１，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２表示网络
的神经元个数；ｕｉ表示第ｉ个神经元的状态；ｄｉ＞０表示
在与神经网络不连通并且无外部附加电压差的情况下

第 ｉ个神经元恢复孤立静息状态的速率；ａｉｊ，ｂｉｊ，ｃｉｊ表示
从第ｊ个神经元的突触连接权系数；ｆｊ，ｇｊ，ｈｊ表示第ｊ个
神经元的激励函数；Ｉｉ表示第 ｉ个神经元的常外部
输入．
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ｆｊ，ｇｊ和ｈｊ对于ｊ＝１，２，…，ｎ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，且
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分别称为 ｆｊ，ｇｊ和ｈｊ的最小 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数（ＭＬＣ），其中 

· 表示范数，在本文中特指１范数．
在 ｎ维实向量空间Ｒｎ中，１

 

范数 · １定义如下
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ｘｉ，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ∈Ｒｎ

其中上标“Ｔ”表示转置．令 ＜·，·＞表示 Ｒｎ中的内积，
且 ｓｇｎ（ｘ）＝（ｓｇｎ（ｘ１），ｓｇｎ（ｘ２），…，ｓｇｎ（ｘｎ））Ｔ表示 ｘ∈
Ｒｎ的符号向量，其中 ｓｇｎ（ｒ）表示 ｒ∈Ｒ的符号函数．对
于 ｘ，ｙ∈Ｒｎ，有
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考虑如下系统
ｖ（ｔ）＝ｅｔＦ（ｖ（ｔ））＋ｅｔＧ（ｖτ（ｔ）），ｖ（ｔ）∈Ω，ｔ≥０，
ｖ０＝φ∈Ｃ（［－τ，０］，Ω

{ ）

（２）
其中 Ｆ和 Ｇ是从ΩＲｎ到 Ｒｎ上的非线性算子，Ｃ
（［－τ，０］，Ω）表示从［－τ，０］到Ω 的所有连续函数的
集合．ｖτ∈Ｃ（［－τ，０］，Ω）定义如下

ｖτ（ｔ）＝（ｖ１（ｔ－τ），ｖ２（ｔ－τ），…，ｖｎ（ｔ－τ））
Ｔ

且有

Ｆ（ｖ（ｔ））＝（Ｆ１（ｖ１（ｔ）），Ｆ２（ｖ２（ｔ）），…，
Ｆｎ（ｖｎ（ｔ）））Ｔ，

Ｇ（ｖτ（ｔ））＝（Ｇ１（ｖ１（ｔ－τ）），Ｇ２（ｖ２（ｔ－τ）），…，
Ｇｎ（ｖｎ（ｔ－τ）））Ｔ

定义１ 假设Ω是Ｒｎ的一个开子集，Ｆ是一个从

Ω到Ｒｎ的非线性算子，常数

ｍΩ（Ｆ）＝ｓｕｐｘ，ｙ∈Ω
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称为 Ｆ在Ω上的非线性测度．
定义２ 设 ｕ是系统（１）的一个平衡点，Ω是ｕ

的一个开邻域，称 ｕ在Ω上是指数稳定的，若存在两
个正常数α，Ｍ，使得系统（１）由任何∈Ｃ（［－τ，０］，

Ω）初始的解 ｕ（ｔ）满足
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更进一步，若 ｕ在全空间Ｒｎ是指数稳定的，则称系统
（１）是全局指数稳定的．

引理１［８］ 若 ｍΩ（Ｆ）＜０，则 Ｆ：Ω→Ｒ
ｎ是一一映

射．另外，若Ω＝Ｒｎ，则 Ｆ是Ｒｎ上的一个同胚．

引理２［８］ 设Ω是系统（２）的平衡点 ｖ的邻域，若
对某一矩阵 Ａ＝ｄｉａｇ（ａ１，ａ２，…，ａｎ），其中 ａｉ＞０（１≤ｉ≤
ｎ），有

ｍＡ－１（Ω）（ＦＡ）＋ＬＡ－１（Ω）（ＧＡ）＜０
成立，则 ｖ在Ω上是指数稳定的．其中 ＬＡ－１（Ω）（ＧＡ）表
示非线性 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子 ＧＡ在Ａ－１（Ω）上的 ＭＬＣ．更进
一步，系统（１）由∈Ｃ（［－τ，０］，Ω）初始的任一解
ｖ（ｔ）的指数衰减估计为
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其中λ是如下方程的唯一正解

λ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
ａｉ＋ｍＡ－１（Ω）（ＦＡ）＋ＬＡ－１（Ω）（ＧＡ）ｅτλ＝０

３ 主要结果

在这部分中，首先证明系统（１）在Ω中存在唯一的
平衡点．
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成立，其中 Ｌ（ｆｊ），Ｌ（ｇｊ）和 Ｌ（ｈｊ）分别表示 ｆｊ，ｇｊ和ｈｊ在

Ωｊ上的ＭＬＣ，Ωｊ表示Ω在 Ｒｎ的第ｊ轴上的投影．则对
于每个外部输入 Ｉｉ，系统（１）在Ω 上有唯一的平衡点
ｕ．

证明：令 ｖｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｅｔ），则系统（１）变为如下常延
时变系数系统
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其中τ１＝－ｌｏｇｑ１，τ２＝－ｌｏｇｑ２，τ＝ｍａｘ｛τ１，τ２｝，ｉ∈
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定义 Ｐ＝ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ），其中 ｐｉ＞０（ｉ＝１，２，

…，ｎ）．算子 Ｈ：Ｒｎ→Ｒｎ，
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易知，ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ）Ｔ是系统（４）的平衡点的充
要条件是 Ｈ（ｖ）＝０．对ｘ，ｙ∈Ｐ－１（Ω），
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ｃｉｊＬ（ｈｊ) }） ＞０，可得 ｍＰ－１（Ω）（Ｐ
－１ＨＰ）＜０，由引理 １

知 Ｐ－１ＨＰ是一一映射，故有唯一的 ｖ ∈Ω 使得
Ｐ－１ＨＰ（ｖ）＝０，故系统（４）在Ω上有唯一的平衡点．从
而系统（１）在Ω上有唯一的平衡点ｕ．

下面给出系统（４）指数稳定的判据．令 Ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ

Ｆ（ｖ）＝（Ｆ１（ｖ１），Ｆ２（ｖ２），…，Ｆｎ（ｖｎ））Ｔ

其中 Ｆｉ（ｖｉ）＝－ｄｉｖｉ（ｔ）＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｊ（ｖｊ（ｔ）），令 Ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ

Ｇ（ｖ）＝（Ｇ１（ｖ１），Ｇ２（ｖ２），…，Ｇｎ（ｖｎ））Ｔ

其中 Ｇｉ（ｖｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｇｊ（ｖｊ（ｔ））＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｈｊ（ｖｊ（ｔ））＋Ｉｉ．

定理２ 假设 ｆｊ，ｇｊ和ｈｊ满足（Ｈ），ｖ是系统（４）的
平衡点，且Ω是ｖ的一个邻域．若存在一列正实数 ｐｉ
（ｉ＝１，２，…，ｎ）使得式（３）成立，则对每一个外部输入
Ｉｉ，系统（４）在Ω上是指数稳定的．特别地，若 ｖ（ｔ）是系
统（４）由∈Ｃ（［－τ，０］，Ω）初始的解，则

ｖ（ｔ）－ｖ

 


１≤ｅ－σｔ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
ｐｉ

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
ｐｉ
ｓｕｐ
－τ≤ｓ≤０

（ｓ）－ｖ

 


１，ｔ≥０

其中σ是如下方程的唯一正解

σ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ
ａ－１ｊ －１＋ｋｅτσ＝０

而ａｊ＝ｄｊ－∑
ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ｐｉ
ａｉｊＬ（ｆｊ），

ｋ＝ｍａｘ
１≤ｊ≤

{
ｎ

１
ａｊ∑

ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ｐ[
ｉ
ｂｉｊＬ（ｇｊ）＋ ｃｉｊＬ（ｈｊ] }） ．

证明：令 Ｐ＝ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ），取 Ａ＝ｄｉａｇ（ａ－１１ ，
ａ－１２ ，…，ａ－１ｎ），由式（３）知

ａｊ＝ｄｊ－∑
ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ｐｉ
ａｉｊＬ（ｆｊ）＞０，ｊ＝１，２，…，ｎ．

对ｘ，ｙ∈Ａ－１Ｐ－１（Ω），
＜ｅｔＰ－１Ｆ（ＰＡｘ）－ｅｔＰ－１Ｆ（ＰＡｙ），ｓｇｎ（ｘ－ｙ）＞

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｇｎ（ｘｉ－ｙｉ{）ｅｔ１ｐ[

ｉ
－ｄｉ

ｐｉ
ａｉ
（ｘｉ－ｙｉ）

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａ (ｉｊ ｆｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｘｊ）－ｆｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｙｊ) ] }）

≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｔ１ｐ{

ｉ
－ｄｉ

ｐｉ
ａｉ
ｘｉ－ｙｉ

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ ｆｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｘｊ）－ｆｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｙｊ }）

≤∑
ｎ

ｉ＝１
－ｅｔ
ｄｉ
ａｉ
ｘｉ－ｙｉ

＋∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｐｉ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＬ（ｆｊ）

ｐｊ
ａｊ
ｅｔ ｘｊ－ｙｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
－ｅｔ
ｄｊ
ａｊ
ｘｊ－ｙｊ

＋∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ａｊｐｉ

ａｉｊＬ（ｆｊ）ｅｔ ｘｊ－ｙｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝
{

１
－
ｄｊ
ａｊ
＋∑

ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ａｊｐｉ

ａｉｊＬ（ｆｊ}）ｅｔ ｘｊ－ｙｊ
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＝－∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｔ ｘｊ－ｙｊ

于是 ｍＡ－１Ｐ－１（Ω）（Ｐ
－１ＦＰＡ）≤ －１＜０．ｘ，ｙ∈

Ａ－１Ｐ－１（Ω），有
ｅｔＰ－１Ｇ（ＰＡｘ）－ｅｔＰ－１Ｇ（ＰＡｙ

 

）１

＝∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｐｉ
ｅ[ｔ∑

ｎ

ｊ＝１
ｂ(ｉｊｇｊ（ｐｊａｊｘｊ）－ｇｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｙｊ)）

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃ(ｉｊｈｊ（ｐｊａｊｘｊ）－ｈｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｙｊ) ]）

≤∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｐｉ
ｅ[ｔ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ ｇｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｘｊ）－ｇｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｙｊ）

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊ ｈｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｘｊ）－ｈｊ（

ｐｊ
ａｊ
ｙｊ ]）

≤∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｐｉ
ｅ[ｔ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊＬ（ｇｊ）

ｐｊ
ａｊ
ｘｊ－ｙｊ

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬ（ｈｊ）

ｐｊ
ａｊ
ｘｊ－ｙ ]ｊ

＝∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｐｉ
ｅｔ∑

ｎ

ｊ＝１

ｐｊ
ａ(
ｊ
ｂｉｊＬ（ｇｊ）＋ ｃｉｊＬ（ｈｊ)） ｘｊ－ｙｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝
[

１

１
ａｊ∑

ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ｐ(
ｉ
ｂｉｊＬ（ｇｊ）＋ ｃｉｊＬ（ｈｊ) ]）

·ｅｔ ｘｊ－ｙｊ
则有 ＬＡ－１Ｐ－１（Ω）（Ｐ

－１ＧＰＡ）≤ｋ．
故有

ｍＡ－１Ｐ－１（Ω）（Ｐ
－１ＦＰＡ）＋ＬＡ－１Ｐ－１（Ω）（Ｐ

－１ＧＰＡ）

≤－１＋ｋ

＝ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

－ａｊ＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｐｊ
ｐｉ

ｂｉｊＬ（ｇｊ）＋ ｃｉｊＬ（ｈｊ( )）

ａｊ
＜０．

由引理２知 ｖ是指数稳定的．且有
ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝ｅ

ｔＰ－１ＦＰ（ｘ（ｔ））＋ｅｔＰ－１ＧＰ（ｘτ（ｔ）） （５）

满足

ｘ（ｔ）－Ｐ－１ｖ

 


１≤ｅ－σｔｓｕｐ

－τ≤ｓ≤０
（ｓ）－Ｐ－１ｖ

 


１，ｔ≥０

其中σ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ
ａ－１ｊ －１＋ｋｅτσ＝０．注意到 ｘ（ｔ）＝Ｐ－１ｖ（ｔ）是

系统（５）由 ｘ＝Ｐ－１∈Ｃ（［－τ，０］，Ω）初始的解，而
ｖ（ｔ）是系统（４）由∈Ｃ（［－τ，０］，Ω）初始的解，则有

ｖ（ｔ）－ｖ

 


１≤ｅ－σｔ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
ｐｉ

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
ｐｉ
ｓｕｐ
－τ≤ｓ≤０

（ｓ）－ｖ

 


１，ｔ≥０

为系统（４）的解的指数衰减估计．
需要说明的是：系统（１）的指数稳定性与系统（４）的

指数稳定是等价的．系统（１）经过变换 ｖｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｅｔ）后
得到系统（４），而系统（４）不同于文献［１０］所研究的模
型，文献［１０］要求系数函数 ａｉ（ｕｉ（ｔ））是有界的，而本文
中系统（４）的系数函数含有ｅｔ是无界的．

４ 算例与仿真

考虑下面二维的多比例延时细胞神经网络

ｕ１（ｔ）＝－９ｕ１（ｔ）＋ｆ１（ｕ１（ｔ））＋２ｆ２（ｕ２（ｔ））

＋２ｇ１（ｕ１（
１
２ｔ））－ｈ２（ｕ２（

２
３ｔ）），

ｕ２（ｔ）＝－６ｕ２（ｔ）＋２ｆ１（ｕ１（ｔ））－ｆ２（ｕ２（ｔ））

－ｇ２（ｕ２（
１
２ｔ））＋２ｈ１（ｕ１（

２
３ｔ））











 ．

（６）

其中 ｆｊ（ｘｊ）＝ｘｊ－ａｒｃｔｇ（
ｘｊ
２），ｇｊ（ｘｊ）＝ｘｊ－ｓｉｎ（ｘｊ），ｈｊ（ｘｊ）

＝ｓｉｎ（
ｘｊ
３）＋

ｘｊ
３，于是 Ｌ（ｆｊ）＝１，Ｌ（ｇｊ）＝２，Ｌ（ｈｊ）＝

２
３，

（ｊ＝１，２）．取 ｐ１＝ｐ２＝１，于是

ｍｉｎ
１≤ｊ≤

{
２
９－（１＋４＋２＋４３），６－（２＋

２
３＋１＋２}）

＝ｍｉｎ
１≤ｊ≤

{
２

２
３， }１３ ＝１３＞０

于是由定理 １知该系统具有唯一的平衡点 ｕ ＝（０，
０）Ｔ．由定理２知系统（６）的平衡点是指数稳定的且满足
如下指数衰减估计

ｕ１（ｔ）＋ｕ２（ｔ）≤ｅ－σｔｓｕｐ
－τ≤ｓ≤０

（ｓ）１，ｔ≥０
其中 ｕ（ｔ）＝（ｕ１（ｔ），
ｕ２（ｔ））Ｔ是系统（６）由

∈Ｃ（［－ｌｏｇ２，０］，Ｒ２）
的任一解，σ是如下方

程的唯一正解

１
６σ－１＋

８
９２
σ＝０

系统（６）的解 ｕ（ｔ）的指
数稳定性如图１．

５ 结论

本文研究了一类具多比例延时的细胞神经网络的

指数稳定性，得到了平衡点存在唯一且指数稳定的充

分条件，并且这个充分条件不依赖于延时，且激活函数

不必是有界的、可微的和单调增的．最后，通过数值算
例验证了所得结论，并利用计算机做了数值仿真．
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